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Το βιβλίο αυτό είναι επηρεασµένο, σε όλες τις πλευρές του, από την επιθυµία να παρου-

σιάσει τον Λογισµό όχι απλώς ως εισαγωγή, αλλά ως µια ουσιαστική πρώτη συνάντηση

µε τα Μαθηµατικά. Από την εποχή που τα θεµέλια της Ανάλυσης προσέφεραν το πεδίο

στο οποίο αναπτύχθηκαν οι σύγχρονοι τρόποι της µαθηµατικής σκέψης, ο Λογισµός πρέ-

πει να είναι ο τόπος όπου χρειάζεται να επιδιώκουµε, παρά να αποφεύγουµε, να ενισχύεται

η διαίσθηση µε τη λογική. Εκτός από την ανάπτυξη της διαίσθησης των σπουδαστών σε

σχέση µε τις όµορφες έννοιες της Ανάλυσης, σίγουρα είναι εξίσου σηµαντικό να τους

πείσουµε ότι η ακρίβεια και η αυστηρότητα δεν αποτελούν ούτε εµπόδιο στη διαίσθηση

ούτε αυτοσκοπό, αλλά το φυσικό µέσον µε το οποίο διαµορφώνουµε και σκεπτόµαστε

τις µαθηµατικές ερωτήσεις.

Αυτός ο στόχος συνεπάγεται και µια αντίληψη για τα Μαθηµατικά, την οποία, κατά

κάποιον τρόπο, όλο το βιβλίο προσπαθεί να υπερασπίσει. Ανεξάρτητα του πόσο καλά

έχουν αναπτυχθεί συγκεκριµένα θέµατα, οι στόχοι µας θα έχουν υλοποιηθεί αν το βιβλίο

πετύχει στο σύνολό του. Για αυτόν το λόγο, δεν θα είχε αξία να αναφέρουµε απλώς τα θέ-

µατα που καλύπτονται ή να αναφερθούµε σε παιδαγωγικές πρακτικές και άλλες καινοτο-

µίες. Ακόµα και η γρήγορη µατιά, που συνήθως επιδαψιλεύεται στα νέα βιβλία Λογισµού,

κατά πάσα πιθανότητα µπορεί να πει πολύ περισσότερα από µια εκτεταµένη διαφήµιση,

και ο κάθε διδάσκων που έχει ισχυρές προτιµήσεις σε συγκεκριµένες όψεις του Λογισµού

γνωρίζει πού να κοιτάξει για να δει αν το βιβλίο αυτό εκπληρώνει τις απαιτήσεις του.

Εν τούτοις, ορισµένα χαρακτηριστικά του βιβλίου απαιτούν έναν αναλυτικό σχολια-

σµό. Από τα 29 κεφάλαιά του, τα 2 (µε αστερίσκο) είναι προαιρετικά, και τα 3 κεφάλαια

που αποτελούν το 5ο Μέρος περιελήφθησαν µόνο χάριν εκείνων των σπουδαστών που

θα ήθελαν να εξετάσουν από µόνοι τους µια κατασκευή των πραγµατικών αριθµών. Επι-

πλέον, τα Παραρτήµατα των Κεφαλαίων 3 και 11 επίσης περιέχουν προαιρετικό υλικό.

Η διάταξη των υπολοίπων κεφαλαίων είναι επί τούτου τελείως ανελαστική, αφού ο

σκοπός του βιβλίου είναι να παρουσιάσει τον Λογισµό ως εξέλιξη µιας ιδέας και όχι ως

µια συλλογή «θεµάτων». Μια και οι πλέον συναρπαστικές έννοιες του Λογισµού δεν

εµφανίζονται έως το 3ο Μέρος, θα πρέπει να επισηµάνω ότι το 1ο και το 2ο Μέρος πιθα-

νόν να απαιτήσουν λιγότερο χρόνο από ό,τι δείχνει η έκτασή τους —αν και όλο το βιβλίο

καλύπτει το διδακτικό πρόγραµµα ενός έτους, τα διάφορα κεφάλαια δεν στοχεύουν στο

να καλυφθούν µε οµοιόµορφο ρυθµό. Ένα µάλλον φυσικό σηµείο διαχωρισµού εµφα-

νίζεται µεταξύ του 2ου και του 3ου Μέρους, και έτσι είναι δυνατόν να φτάσουµε στην

παραγώγιση και την ολοκλήρωση πιο γρήγορα αν αντιµετωπίσουµε το 2οΜέρος συνοπτι-

κά, και πιθανόν επιστρέψουµε αργότερα για µια πιο λεπτοµερή θεώρηση. Αυτή η διάταξη

της ύλης αντιστοιχεί στην παραδοσιακή παρουσίαση στα περισσότερα βιβλία Λογισµού,

αλλά αισθάνοµαι ότι θα ελαττώσει την αξία του βιβλίου για σπουδαστές που ξέρουν από

πριν λίγο Λογισµό, καθώς και για τους ικανούς σπουδαστές µε κάπως αξιόλογο υπόβα-

θρο.

Τα προβλήµατα έχουν σχεδιαστεί λαµβάνοντας υπόψη αυτήν την πιο πάνω ειδική

κατηγορία ακροατηρίου. Κυµαίνονται από εκείνα που λύνονται απευθείας χωρίς να είναι

υπεραπλουστευµένα, δηλαδή ασκήσεις που αναπτύσσουν τις βασικές µεθόδους και ελέγ-

χουν την κατανόηση των εννοιών, µέχρι προβλήµατα ουσιαστικής δυσκολίας και, ελπίζω,

σχετικού ενδιαφέροντος. Υπάρχουν συνολικά περίπου 625 προβλήµατα. Εκείνα που δί-

νουν έµφαση στους µαθηµατικούς χειρισµούς συνήθως περιέχουν πολλά παραδείγµατα,

αριθµηµένα µε µικρούς λατινικούς αριθµούς, ενώ τα µικρά ελληνικά γράµµατα συνήθως

χρησιµοποιούνται για να σηµατοδοτήσουν αλληλοσχετιζόµενα µέρη σε άλλα προβλή-

µατα. Μια ένδειξη της σχετικής δυσκολίας παρέχει το σύστηµα του µονού και διπλού

αστερίσκου, αλλά υπάρχουν τόσα πολλά κριτήρια για να θεωρηθεί κάτι δύσκολο, που

αυτός ο οδηγός δεν είναι τελείως αξιόπιστος. Μερικά προβλήµατα είναι τόσο δύσκολα,
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ειδικά αν δεν συµβουλευτούµε τις υποδείξεις, που και οι καλοί σπουδαστές θα πρέπει

µάλλον να προσπαθήσουν µόνο εκείνα που τους ενδιαφέρουν πολύ. Από τα λιγότερο

δύσκολα προβλήµατα θα είναι µάλλον εύκολο να επιλεγεί ένα µέρος τους που θα δώσει

ενασχόληση σε µια καλή τάξη χωρίς να την απογοητεύσει. Το Μέρος των Απαντήσεων

περιέχει λύσεις περίπου των µισών ασκήσεων που προσφέρονται ως παραδείγµατα, ώστε

να γίνει µια καλή εξέταση της µεθοδολογικής ικανότητας των σπουδαστών. Υπάρχει

και ξεχωριστό βιβλίο απαντήσεων που περιέχει τις λύσεις των υπολοίπων προβληµάτων.

Τέλος, υπάρχει µια Προτεινόµενη Βιβλιογραφία στην οποία συχνά αναφέρονται τα προ-

βλήµατα, καθώς και Ευρετήριο Συµβόλων.

Είµαι ευγνώµων που µου δίνεται η ευκαιρία να αναφέρω τους πολλούς ανθρώπους

στους οποίους οφείλω ευχαριστίες. Η Jane Bjorkgren έφερε εις πέρας το κολοσιαίο έργο

της στοιχειοθεσίας, αναπληρώνοντας την ακανόνιστη παραγωγή του χειρογράφου µου.

Ο Richard Serkey βοήθησε να συγκεντρωθεί το υλικό µε σηµαντικές ιστορικές πληροφο-

ρίες που υπάρχει στα προβλήµατα, και ο Richard Weiss µου έδωσε τις απαντήσεις που

υπάρχουν στο τέλος του βιβλίου. Είµαι ιδιαίτερα ευγνώµων στους φίλους µου Michael

Freeman, Jay Goldman, Anthony Phillips και Robert Wells για τη φροντίδα µε την οποία

διάβασαν τις προκαταρκτικές µορφές του βιβλίου, και τον αλύπητο τρόπο µε τον οποίο

διατύπωσαν την κριτική τους. ∆εν χρειάζεται να πω ότι δεν ευθύνονται για ελαττώµατα

που έχουν αποµείνει, ειδικά αφού κάποιες φορές απέρριψα υποδείξεις τους που θα µπο-

ρούσαν να κάνουν το βιβλίο κατάλληλο για µια ευρύτερη οµάδα φοιτητών. Πρέπει να

εκφράσω τον θαυµασµό µου προς τους εκδότες και το προσωπικό του W.A. Benjamin,

Inc., που πάντοτε προσπαθούσαν να αυξήσουν τη θελκτικότητα του βιβλίου, αν και γνώ-

ριζαν το κοινό για το οποίο προοριζόταν.

Οι ατέλειες που πάντοτε περιέχουν οι πρώτες εκδόσεις έγιναν ανεκτές µε λεβεντιά από

µια σκληροτράχηλη οµάδα πρωτοετών στο Πανεπιστήµιο τουBrandeis, κατά τη διάρκεια

του ακαδηµαϊκού έτους 1965-1966, στις παραδόσεις για ένα τµήµα αριστούχων. Η µισή

ύλη αφιερώθηκε στην Άλγεβρα και την Τοπολογία και η άλλη µισή στον Λογισµό, µε κύ-

ριο σύγγραµµα το παρόν βιβλίο. Υποχρεώνοµαι υπό τις παρούσες συνθήκες να αναφέρω

ότι είχε επιτυχία που µε αντάµειψε. Βεβαίως, όλα αυτά εκ του ασφαλούς —στο κάτω-

κάτω, είναι απίθανο µια τάξη να εγερθεί σύσσωµη και να διαµαρτυρηθεί δηµοσίως—

αλλά και οι ίδιοι οι σπουδαστές µού φάνηκε ότι αξίζουν συγχαρητηρίων, αφού απορ-

ρόφησαν µε προσοχή µια εντυπωσιακά µεγάλη ύλη. Ευελπιστώ ότι και κάποιοι άλλοι

σπουδαστές θα µπορέσουν να χρησιµοποιήσουν το βιβλίο µε τον ίδιο καλό σκοπό και µε

τον ίδιο ενθουσιασµό.

Waltman, Massachusetts

Φεβρουάριος 1967

MICHAEL SPIVAK



ΠΡΟΛΟΓΟΣ ΣΤΗ∆ΕΥΤΕΡΗ ΕΚ∆ΟΣΗ

Μου είπαν πολλές φορές ότι ο τίτλος του βιβλίου αυτού θα έπρεπε να ήταν κάτι σαν

«Μια Εισαγωγή στην Ανάλυση», αφού χρησιµοποιείται συνήθως στις παραδόσεις όπου

οι σπουδαστές έχουν ήδη µάθει τη µηχανική πλευρά του Λογισµού· τέτοια µαθήµατα εί-

ναι καθιερωµένα πλέον στην Ευρώπη και συνηθίζονται τελευταία όλο και πιο πολύ στις

ΗΠΑ.Μετά από 13 χρόνια µου φαίνεται πολύ αργά να αλλάξω τον τίτλο, αλλά χρειαζόταν

άλλες αλλαγές πέρα από τις διορθώσεις της πληθώρας των τυπογραφικών και µη σφαλ-

µάτων. Υπάρχουν τώρα στο βιβλίο ξεχωριστά Παραρτήµατα για πολλά θέµατα, που στην

πρώτη έκδοση είχαν υποτιµηθεί: πολικές συντεταγµένες, οµοιόµορφη συνέχεια, παραµε-

τρικοποίηση καµπυλών, αθροίσµατα Riemann, και η χρήση των ολοκληρωµάτων για τον

υπολογισµό µηκών, όγκων και εµβαδών. Μερικά θέµατα, όπως ο χειρισµός των δυνα-

µοσειρών, εξετάζονται πιο αναλυτικά στο παρόν σύγγραµµα και υπάρχουν επίσης πολλά

νέα προβλήµατα σε σχέση µε αυτά τα θέµατα, ενώ άλλα θέµατα, όπως η µέθοδος New-

ton, ο Κανόνας του Τραπεζίου και του Simpson, αναπτύσσονται µέσω των προβληµά-

των. Υπάρχουν συνολικά 160 περίπου νέα προβλήµατα, πολλά από τα οποία είναι µέσης

δυσκολίας, κάπου ανάµεσα στα λίγα προβλήµατα ρουτίνας στην αρχή κάθε κεφαλαίου

και σε εκείνα τα δυσκολότερα που εµφανίζονται αργότερα.

Πολλά από τα νέα προβλήµατα τα εκπόνησε ο Ted Shifrin. Ο Frederick Gordon επι-

σήµανε αρκετά σοβαρά λάθη στα προβλήµατα της 1ης έκδοσης, και υπέδειξε ορισµένες

µη τετριµµένες διορθώσεις, όπως εκείνη της κοµψής απόδειξης του Θεωρήµατος 12-2,

η οποία κατελάµβανε δύο Λήµµατα και δύο σελίδες στην πρώτη έκδοση. Ο Joseph Lip-

man µου µίλησε επίσης για αυτή την απόδειξη, και για ένα παρόµοιο τέχνασµα στην

απόδειξη του τελευταίου θεωρήµατος στο παράρτηµα του Κεφαλαίου 11, το οποίο είχε

αφεθεί αναπόδεικτο στην πρώτη έκδοση. Ο Roy O. Davies µου πρότεινε το τέχνασµα για

το Πρόβληµα 11-66 το οποίο προηγουµένως αποδεικνυόταν µόνο στο Πρόβληµα 20-8

[21-8 στην τρίτη έκδοση] και η Marina Ratner πρότεινε αρκετά ενδιαφέροντα προβλή-

µατα, ειδικά κάποια για την οµοιόµορφη συνέχεια και τις σειρές. Σε όλους αυτούς τους

ανθρώπους απευθύνω τις ευχαριστίες µου, και εύχοµαι κατά τη δηµιουργία της νέας έκ-

δοσης η συνεισφορά τους να µην έχει ενσωµατωθεί µε αδέξιο τρόπο.

[1980] MICHAEL SPIVAK
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ ΣΤΗΝΤΡΙΤΗΕΚ∆ΟΣΗ

Η πιο σηµαντική αλλαγή σε αυτήν την τρίτη έκδοση είναι η συµπερίληψη ενός νέου (µε

αστερίσκο) Κεφαλαίου 17 για τις κινήσεις των πλανητών, στο οποίο οΑπειροστικόςΛογι-

σµός εφαρµόζεται σε ένα πραγµατικό πρόβληµα Φυσικής.

Σε προετοιµασία αυτού, το παλαιό Παράρτηµα του Κεφαλαίου 4 αντικαταστάθηκε

από τρία Παραρτήµατα: τα δύο πρώτα καλύπτουν τα διανύσµατα και τις κωνικές τοµές,

ενώ οι πολικές συντεταγµένες µετατέθηκαν στο τρίτο Παράρτηµα, το οποίο περιλαµ-

βάνει και τις εξισώσεις των κωνικών τοµών σε πολικές συντεταγµένες. Επιπλέον, το

Παράρτηµα του Κεφαλαίου 12 επεκτάθηκε και πραγµατεύεται διανυσµατικές πράξεις σε

διανυσµατικές καµπύλες.

Μια ακόµη µεγάλη αλλαγή είναι απλώς η αναδιοργάνωση του παλαιού υλικού. «Το

κοσµοπολίτικο ολοκλήρωµα», το οποίο προηγουµένως ήταν το δεύτερο Παράρτηµα του

Κεφαλαίου 13, είναι πια Παράρτηµα του κεφαλαίου «Στοιχειώδεις µέθοδοι ολοκλήρω-

σης» (το πρώην Κεφάλαιο 18 και νυν Κεφάλαιο 19). Επιπλέον, τα προβλήµατα του κεφα-

λαίου εκείνου που χρησιµοποιούσαν ύλη του Παραρτήµατος εµφανίζονται τώρα στο ανα-

τοποθετηµένο Παράρτηµα.

Ορισµένες άλλες αλλαγές και κάποιες µεταβολές στην αρίθµηση των Προβληµάτων

προέκυψαν από διορθώσεις και την απάλειψη λανθασµένων προβληµάτων.

Ξαφνιάστηκα αλλά και απογοητεύτηκα όταν συνειδητοποίησα ότι αφού άφησα να

περάσουν 13 χρόνια µεταξύ της πρώτης και της δεύτερης έκδοσης του βιβλίου, άφησα να

περάσουν άλλα 14 µέχρι την τρίτη αυτή έκδοση. Όλο αυτόν τον καιρό φαίνεται πως συγ-

κέντρωσα έναν όχι και τόσο µικρό κατάλογο διορθώσεων. Στην Προτεινόµενη Βιβλιο-

γραφία είχα χρόνο να κάνω µόνο λίγες αλλαγές, η οποία ύστερα από όλα αυτά τα χρόνια

πιθανόν να χρειάζεται µια πλήρη αναθεώρηση· αυτό θα πρέπει να περιµένει µέχρι την

επόµενη έκδοση, την οποία ελπίζω να κάνω πιο έγκαιρα.

[1994] MICHAEL SPIVAK
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ ΣΤΗΝΤΕΤΑΡΤΗΕΚ∆ΟΣΗ

Όλο υποσχέσεις! Στον πρόλογο της τρίτης έκδοσης σηµείωσα ότι µεσολάβησαν 13 χρόνια

µεταξύ της πρώτης και της δεύτερης έκδοσης, και στη συνέχεια άλλα 14 χρόνια µέχρι την

τρίτη, εκφράζοντας την ελπίδα η επόµενη έκδοση να κυκλοφορήσει πιο σύντοµα. Λοιπόν,

να που πέρασαν άλλα 14 χρόνια µέχρι την τέταρτη, και µάλλον τελική, έκδοση.

Παρ’ ότι έγιναν µικρές αλλαγές σε ορισµένα τµήµατα της ύλης, ιδιαίτερα στα Κεφά-

λαια 5 και 20, η έκδοση αυτή διαφέρει κυρίως όσον αφορά στην εισαγωγή πρόσθετων

προβληµάτων, την πλήρη ενηµέρωση της Προτεινόµενης Βιβλιογραφίας, και τη διόρ-

θωση πολυάριθµων λαθών.

Τα παραπάνω είχαν τεθεί υπόψιν µου εδώ και χρόνια, µεταξύ άλλων από τον Nils

von Barth, τον Philip Loewen, τον Fernndo Mejias, τον Lance Miller που µου έδωσε

έναν µακρύ κατάλογο από τέτοια, ειδικά για το βιβλίο των απαντήσεων, και τονMichael

Maltenfort που µου έδωσε έναν απίστευτα εκτενή κατάλογο µε τυπογραφικά σφάλµατα,

λάθη και κριτική.

Περισσότερο απ’ όλα όµως είµαι υπόχρεος στον φίλο µου Ted Shifrin ο οποίος όλα

αυτά τα χρόνια χρησιµοποιεί το βιβλίο µου για το ανανεωµένοµάθηµά του στοUniversity

of Georgia, και ο οποίος µε παρακίνησε και εντέλει µε βοήθησε να πραγµατοποιήσω

αυτή την απαραίτητη αναθεώρηση. Πρέπει επίσης να ευχαριστήσω τους φοιτητές του

µαθήµατός του τα τελευταία ακαδηµαϊκά χρόνια, που λειτούργησαν ως πειραµατόζωα

για τη νέα έκδοση, η οποία είχε ως αποτέλεσµα, συγκεκριµένα, την απόδειξη που υπάρχει

στο Πρόβληµα 8-20 για το Λήµµα του Ανατέλλοντος Ηλίου, η οποία είναι κατά πολύ

απλούστερη από την πρωτότυπη απόδειξη του Reisz, ή ακόµη και την απόδειξη του [38]

της Προτεινόµενης Βιβλιογραφίας, που τώρα έχει ολοκληρωτικά αναθεωρηθεί και αυτή,

και πάλι µε µεγάλη βοήθεια από τον Ted.

[2008] MICHAEL SPIVAK
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ΜΕΡΟΣ 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ



Το να έχεις συνείδηση της άγνοιάς σου

είναι ένα µεγάλο βήµα προς τη γνώση.

BENJAMINDISRAELI



ΚΕΦΑΛΑΙΟ1 ΒΑΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝΑΡΙΘΜΩΝ

Ο τίτλος του κεφαλαίου εκφράζει µε λίγα λόγια τις µαθηµατικές γνώσεις που απαιτούν-

ται για να διαβάσει κάποιος αυτό το βιβλίο. Πραγµατικά, σε αυτό το σύντοµο κεφά-

λαιο απλώς εξηγούµε τι εννοούµε µε τον όρο «βασικές ιδιότητες των αριθµών»· όλες

τους —πρόσθεση και πολλαπλασιασµός, αφαίρεση και διαίρεση, λύσεις εξισώσεων και

ανισοτήτων, παραγοντοποίηση και άλλοι αλγεβρικοί µετασχηµατισµοί— µας είναι ήδη

γνωστές. Όµως, το κεφάλαιο αυτό δεν είναι µια ανασκόπηση. Παρ’ όλο που το θέµα είναι

οικείο, η παρουσίαση που πρόκειται να κάνουµε πιθανότατα θα φανεί αρκετά πρωτότυπη·

δεν είναι σκοπός µας να δώσουµε µια εκτεταµένη ανασκόπηση παλιού υλικού, αλλά να

συµπυκνώσουµε αυτές τις γνώσεις σε µερικές απλές και προφανείς ιδιότητες των αριθ-

µών. Ορισµένες µπορεί να φανούν τελείως προφανείς, όµως ένας εντυπωσιακά µεγάλος

αριθµός από ποικίλα και σηµαντικά αποτελέσµατα είναι συνέπεια των ιδιοτήτων που θα

τονίσουµε.

Από τις δώδεκα ιδιότητες που θα µελετήσουµε σε αυτό το κεφάλαιο, οι πρώτες εννιά

σχετίζονται µε τις βασικές πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού. Προς το

παρόν, θα ασχοληθούµε µόνο µε την πρόσθεση: η πράξη αυτή εκτελείται πάνω σε ένα

ζεύγος αριθµών —το άθροισµα a C b υπάρχει οποτεδήποτε µας δοθούν δύο αριθµοί a

και b (που βέβαια δεν αποκλείεται να είναι ο ίδιος αριθµός). Φαίνεται ίσως λογικό να

θεωρήσει κανείς την πρόσθεση σαν µια πράξη που µπορεί να εκτελεστεί µε τη µία για

πολλούς αριθµούς, και να πάρει ως βασική έννοια το άθροισµα a1 C � � � C an των n

αριθµών a1; : : : ; an. Είναι όµως πιο βολικό να εξετάσουµε την πρόσθεση µόνο για ζεύγη

αριθµών, και να ορίσουµε τα άλλα αθροίσµατα συναρτήσει των αθροισµάτων αυτού του

τύπου. Για το άθροισµα τριών αριθµών a, b και c, µπορούµε να ακολουθήσουµε δύο

διαφορετικούς δρόµους. Μπορούµε να προσθέσουµε πρώτα τους b και c, παίρνοντας τον

bCc και έπειτα να προσθέσουµε τον a σε αυτόν τον αριθµό, παίρνοντας τον aC .bCc/·

ή να προσθέσουµε πρώτα τους a και b, και έπειτα το άθροισµα aC b στον c, παίρνοντας

τον .aC b/C c. Τα δύο σύνθετα αθροίσµατα που θα πάρουµε είναι βέβαια ίσα, και αυτή

είναι η πρώτη ιδιότητα που θα καταγράψουµε:

(Ι1) Αν a, b και c είναι οποιοιδήποτε αριθµοί, τότε

aC .b C c/ D .a C b/C c:

Είναι σαφές ότι η ιδιότητα αυτή µας απαλλάσσει από το να ορίσουµε ξεχωριστά την έν-

νοια του αθροίσµατος τριών αριθµών: απλώς συµφωνούµε ότι το a C b C c συµβολίζει

τον αριθµό aC .bC c/ D .aC b/C c. Για την πρόσθεση τεσσάρων αριθµών απαιτούν-

ται παρόµοιοι, αν και κάπως περισσότερο πολύπλοκοι, συλλογισµοί. Ο συµβολισµός

a C b C c C d ορίζεται να σηµαίνει

(1) ..a C b/C c/C d;

ή (2) .a C .b C c//C d;

ή (3) a C ..b C c/C d/;

ή (4) a C .b C .c C d//;

ή (5) .a C b/C .c C d/:

Αυτός ο ορισµός είναι σαφής γιατί οι παραπάνω αριθµοί είναι όλοι ίσοι. Ευτυχώς, αυτό το

γεγονός δεν χρειάζεται να καταγραφεί ως ξεχωριστή ιδιότητα, γιατί µπορεί να αποδειχθεί
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από την ιδιότητα Ι1 που έχουµε ήδη αναφέρει. Για παράδειγµα, ξέρουµε από την Ι1 ότι

.a C b/C c D aC .b C c/;

από όπου έπεται αµέσως ότι οι (1) και (2) είναι ίσοι. Η ισότητα των (2) και (3) είναι

άµεση συνέπεια της Ι1, αν και ίσως δεν φαίνεται µε την πρώτη µατιά (πρέπει να αφήσουµε

τον b C c να παίξει τον ρόλο του b στην Ι1, και τον d τον ρόλο του c). Οι ισότητες

.3/ D .4/ D .5/ αποδεικνύονται επίσης εύκολα.

Είναι ίσως προφανές ότι αρκεί να καταφύγουµε στην Ι1 για να αποδείξουµε την ισό-

τητα των 14 διαφορετικών τρόπων µε τους οποίους αθροίζονται πέντε αριθµοί, αλλά δεν

είναι και τόσο φανερό πώς γίνεται να δοθεί µια λογική απόδειξη αυτού του πράγµατος

χωρίς να καταγράψουµε και τα 14 αυτά αθροίσµατα. Μια τέτοια διαδικασία είναι εφικτή,

αλλά θα γινόταν ιδιαίτερα επίπονη αν εξετάζαµε συλλογές από έξι, επτά, ή περισσότερους

αριθµούς· θα ήταν τελείως ανεπαρκής για την απόδειξη της ισότητας όλων των δυνατών

αθροισµάτων µιας τυχαίας πεπερασµένης συλλογής από αριθµούς a1; : : : ; an. Αυτό µπο-

ρούµε να το θεωρήσουµε δεδοµένο, αλλά για αυτούς που θα ήθελαν να καταπιαστούν µε

την απόδειξη (και αξίζει τον κόπο να το κάνει κανείς τουλάχιστον µία φορά), µια προ-

σέγγιση περιγράφεται στο Πρόβληµα 24. Από δω και πέρα, θα υποθέτουµε πάντοτε,

χωρίς να το αναφέρουµε, ότι είναι γνωστά τα αποτελέσµατα αυτού του προβλήµατος και

θα γράφουµε αθροίσµατα της µορφής a1 C � � � C an αδιαφορώντας για τη διάταξη των

παρενθέσεων.

Ο αριθµός 0 έχει µια ιδιότητα τόσο σηµαντική που θα την καταγράψουµε ως δεύτερη:

(Ι2) Αν a είναι οποιοσδήποτε αριθµός, τότε

aC 0 D 0C a D a:

Ο αριθµός 0 παίζει έναν επίσης σπουδαίο ρόλο στην τρίτη ιδιότητα του καταλόγου µας:

(Ι3) Για κάθε αριθµό a, υπάρχει ένας αριθµός, ο �a, τέτοιος ώστε

a C .�a/ D .�a/C a D 0:

Η ιδιότητα Ι2 θα έπρεπε να µας δίνει ένα χαρακτηριστικό γνώρισµα του αριθµού 0, και

είµαστε στην ευχάριστη θέση να αποδείξουµε κάτι τέτοιο, και µάλιστα αµέσως: Πραγ-

µατικά, αν ένας αριθµός x ικανοποιεί την

aC x D a

για οποιονδήποτε αριθµό a, τότε x D 0 (και εποµένως αυτή η ισότητα ισχύει για όλους

τους αριθµούς a). Η απόδειξη αυτού του ισχυρισµού δεν απαιτεί τίποτα περισσότερο από

το να αφαιρέσουµε το a και από τα δύο µέλη της ισότητας· µε άλλα λόγια, να προσθέ-

σουµε το �a και στα δύο µέλη. Όπως δείχνει και η λεπτοµερής απόδειξη που ακολουθεί,
χρειάζονται και οι τρεις ιδιότητες Ι1–Ι3 για να δικαιολογηθεί αυτή η πράξη:

Αν aC x D a;

τότε .�a/C .aC x/ D .�a/C a D 0·

άρα ..�a/C a/C x D 0·

άρα 0C x D 0·

άρα x D 0:

Όπως διαφαίνεται, είναι βολικό να θεωρούµε την αφαίρεση ως µια πράξη παράγωγη

της πρόσθεσης: θεωρούµε το a � b ως µια σύντµηση για το a C .�b/. Μπορούµε τότε
να βρούµε τη λύση µερικών απλών εξισώσεων κάνοντας µια σειρά από βήµατα (καθένα

αιτιολογηµένο από τις Ι1, Ι2 ή Ι3), όµοια µε αυτά που εµφανίστηκαν για την εξίσωση
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a C x D a. Για παράδειγµα:

Αν x C 3 D 5;

τότε .x C 3/C .�3/ D 5C .�3/·
άρα x C .3C .�3// D 5 � 3 D 2·

άρα x C 0 D 2·

άρα x D 2:

Αυτές οι λεπτοµερείς λύσεις έχουν βέβαια ενδιαφέρον µόνο µέχρι να πεισθείτε ότι είναι

πάντοτε δυνατές. Στην πράξη, συνήθως είναι χάσιµο χρόνου να προσπαθεί κανείς να

λύσει µια εξίσωση δείχνοντας µε τόσο αναλυτικό τρόπο την εξάρτηση από τις ιδιότητες

Ι1, Ι2 και Ι3 (ή και από τις επόµενες ιδιότητες που θα αναφέρουµε).

Μένει µια ακόµα ιδιότητα της πρόσθεσης που πρέπει να αναφερθεί. Όταν εξετάζαµε

τα αθροίσµατα τριών αριθµών a, b και c, µόνο δύο αθροίσµατα καταγράφηκαν: το .aC
b/Cc και το aC .bCc/. Ασφαλώς µπορούµε να πάρουµε και άλλες πολλές περιπτώσεις

αν µεταβάλλουµε τη διάταξη των a, b και c. Το ότι όλα αυτά τα αθροίσµατα είναι ίσα,

βασίζεται στην

(Ι4) Αν a και b είναι δύο αριθµοί, τότε

aC b D b C a:

Η διατύπωση της Ι4 έχει σκοπό να τονίσει το γεγονός ότι, αν και η πράξη της πρό-

σθεσης ενός ζεύγους αριθµών θα µπορούσε, ενδεχοµένως, να εξαρτάται από τη σειρά

των δύο αριθµών, στην πραγµατικότητα είναι ανεξάρτητη από αυτήν. Είναι χρήσιµο να

θυµόµαστε ότι δεν συµπεριφέρονται όλες οι πράξεις το ίδιο καλά. Για παράδειγµα, η

αφαίρεση δεν έχει αυτήν την ιδιότητα: συνήθως a � b ¤ b � a. Παρεµπιπτόντως, θα

µπορούσαµε να ρωτήσουµε πότε το a � b είναι ίσο µε το b � a, και είναι ενδιαφέρον το
ότι θα ανακαλύψουµε πόσο αδύναµοι είµαστε αν βασιστούµε στις ιδιότητες Ι1–Ι4 για να

δικαιολογήσουµε τα βήµατά µας. Με τελείως στοιχειώδη άλγεβρα µπορούµε να δείξουµε

ότι a�b D b�a µόνο αν a D b. Και όµως, είναι αδύνατο να το αποδείξουµε µόνο από τις

ιδιότητες Ι1–Ι4· είναι διδακτικό να εξετάσετε προσεκτικά τη στοιχειώδη αλγεβρική από-

δειξη και να προσδιορίσετε το βήµα ή τα βήµατα που δεν µπορούν να δικαιολογηθούν

από τις Ι1–Ι4. Βέβαια, όταν θα έχουµε αναφέρει µερικές ακόµα ιδιότητες, θα είµαστε

σε θέση να αιτιολογήσουµε όλα τα βήµατα µε λεπτοµέρειες. Κατά έναν περίεργο όµως

τρόπο, η επίµαχη ιδιότητα έχει να κάνει µε τον πολλαπλασιασµό.

Οι βασικές ιδιότητες του πολλαπλασιασµού µοιάζουν ευτυχώς τόσο πολύ µε αυτές

της πρόσθεσης, που θα χρειαστούν πολύ λίγα σχόλια· τόσο η έννοια όσο και οι συνέπειές

τους θα είναι προφανείς. (Όπως και στη στοιχειώδη άλγεβρα, το γινόµενο των a και b θα

συµβολίζεται µε a � b, ή πιο απλά µε ab.)
(Ι5) Αν a, b και c είναι οποιοιδήποτε αριθµοί, τότε

a � .b � c/ D .a � b/ � c:

(Ι6) Αν a είναι οποιοσδήποτε αριθµός, τότε

a � 1 D 1 � a D a:

Επίσης 1 ¤ 0.

(Φαίνεται ίσως παράξενο το να καταγράφουµε τον ισχυρισµό 1 ¤ 0, αλλά είµαστε

υποχρεωµένοι να το κάνουµε, γιατί δεν υπάρχει τρόπος να τον αποδείξουµε µε βάση

τις υπόλοιπες ιδιότητες —αυτές οι ιδιότητες θα ίσχυαν όλες και αν υπήρχε ένας µόνο

αριθµός, ο 0.)

(Ι7) Για κάθε αριθµό a ¤ 0, υπάρχει ένας αριθµός a�1 τέτοιος ώστε

a � a�1 D a�1 � a D 1:
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(Ι8) Αν a και b είναι τυχαίοι αριθµοί, τότε

a � b D b � a:

Μια λεπτοµέρεια που αξίζει να υπογραµµίσουµε είναι η εµφάνιση της συνθήκης

a ¤ 0 στην Ι7. Αυτή η συνθήκη είναι εντελώς απαραίτητη: αφού 0 � b D 0 για όλους

τους αριθµούς b, δεν υπάρχει αριθµός 0�1 που να ικανοποιεί την 0 � 0�1 D 1. Αυτός

ο περιορισµός έχει µια σηµαντική συνέπεια σε σχέση µε τη διαίρεση. Ακριβώς όπως η

αφαίρεση ορίστηκε µέσω της πρόσθεσης, έτσι και η διαίρεση ορίζεται µε βάση τον πολ-

λαπλασιασµό: ο συµβολισµός a=b σηµαίνει a �b�1. Αφού το 0�1 δεν έχει έννοια, το a=0

επίσης δεν έχει έννοια —η διαίρεση µε 0 είναι πάντα αόριστη.

Η ιδιότητα Ι7 έχει δύο σηµαντικές συνέπειες. Αν a �b D a �c, δεν έπεται αναγκαστικά
ότι b D c, γιατί αν a D 0, τότε και το a � b και το a � c είναι 0, ανεξάρτητα από το ποια
είναι τα b και c. Όµως, αν a ¤ 0, τότε b D c. Αυτό αποδεικνύεται από την Ι7 ως εξής:

Αν a � b D a � c και a ¤ 0;

τότε a�1 � .a � b/ D a�1 � .a � c/·
άρα .a�1 � a/ � b D .a�1 � a/ � c·
άρα 1 � b D 1 � c·
άρα b D c:

Συνέπεια της Ι7 είναι και το γεγονός ότι, αν a � b D 0, τότε a D 0 ή b D 0. Πράγµατι,

αν a � b D 0 και a ¤ 0;

τότε a�1 � .a � b/ D 0·

άρα .a�1 � a/ � b D 0·

άρα 1 � b D 0·

άρα b D 0:

(Μπορεί να συµβεί να ισχύει και η a D 0 και η b D 0. Αυτό το ενδεχόµενο δεν αποκλεί-

εται όταν λέµε «a D 0 ή b D 0»· στα µαθηµατικά το «ή» χρησιµοποιείται πάντοτε µε

την έννοια του «το ένα ή το άλλο, ή και τα δύο»).

Η τελευταία αυτή συνέπεια της Ι7 χρησιµοποιείται συνεχώς για τη λύση εξισώσεων.

Ας υποθέσουµε, για παράδειγµα, ότι για έναν αριθµό x είναι γνωστό πως επαληθεύει την

.x � 1/.x � 2/ D 0:

Τότε θα είναι x � 1 D 0 ή x � 2 D 0. Άρα x D 1 ή x D 2.

Με βάση τις οκτώ ιδιότητες που έχουµε αναφέρει ώς τώρα, δεν είµαστε ακόµασε θέση

να αποδείξουµε και πολλά πράγµατα. Η επόµενη ιδιότητα, που συνδυάζει τις πράξεις της

πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού, θα µεταβάλλει ουσιαστικά αυτήν την κατάσταση.

(Ι9) Αν a, b και c είναι οποιοιδήποτε αριθµοί, τότε

a � .b C c/ D a � b C a � c:
(Παρατηρήστε ότι από την Ι8 ισχύει και η ισότητα .b C c/ � a D b � a C c � a.)

Ως παράδειγµα της χρησιµότητας της Ι9, θα προσδιορίσουµε τώρα πότε ακριβώς a�b D
b � a:

Αν a � b D b � a;

τότε .a � b/C b D .b � a/C b D b C .b � a/·
άρα a D b C b � a·
άρα a C a D .b C b � a/C a D b C b:

Εποµένως a � .1C 1/ D b � .1C 1/;

και άρα a D b:
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Μια δεύτερη εφαρµογή της Ι9 συναντάµε στην αιτιολόγηση του ισχυρισµού a � 0 D 0,

που έχουµε ήδη διατυπώσει, και τον οποίο χρησιµοποιήσαµε κιόλας λίγο νωρίτερα σε µια

απόδειξη στη σελίδα 6 (µπορείτε να εντοπίσετε πού;). Αυτό το γεγονός δεν αναφέρθηκε

ως µια από τις βασικές ιδιότητες, αν και δεν το αποδείξαµε όταν το αναφέραµε για πρώτη

φορά. Με τις Ι1–Ι8 µόνο δεν ήταν δυνατόν να δώσουµε µια απόδειξη, γιατί ο αριθµός 0

εµφανίζεται µόνο στις Ι2 και Ι3, που αφορούν την πρόσθεση, ενώ ο ισχυρισµός για τον

οποίο µιλάµε έχει σχέση µε τον πολλαπλασιασµό. Με την Ι9 η απόδειξη είναι απλή, αν

και µπορεί να µην είναι τελείως προφανής. Έχουµε

a � 0C a � 0 D a � .0C 0/

D a � 0:

Όπως έχουµε ήδη σηµειώσει, αυτό σηµαίνει αυτοµάτως (αν προσθέσουµε το �.a � 0/ και
στα δύο µέλη) ότι a � 0 D 0.

Μια σειρά από άλλες συνέπειες της Ι9 ίσως µας βοηθήσουν να εξηγήσουµε τον κάπως

περίεργο κανόνα που µας βεβαιώνει ότι το γινόµενο δύο αρνητικών αριθµών είναι θετικός

αριθµός. Για να ξεκινήσουµε, θα αποδείξουµε τον πιο εύλογο ισχυρισµό ότι .�a/ � b D
�.a � b/. Για να τον αποδείξουµε, σηµειώνουµε ότι

.�a/ � b C a � b D Œ.�a/C a� � b
D 0 � b
D 0:

Έπεται αµέσως (προσθέτοντας το �.a � b/ και στα δύο µέλη) ότι .�a/ � b D �.a � b/.
Παρατηρούµε τώρα ότι

.�a/ � .�b/C Œ�.a � b/� D .�a/ � .�b/C .�a/ � b
D .�a/ � Œ.�b/C b�

D .�a/ � 0
D 0:

Εποµένως, αν προσθέσουµε το .a � b/ και στα δύο µέλη, παίρνουµε

.�a/ � .�b/ D a � b:

Το γεγονός ότι το γινόµενο δύο αρνητικών αριθµών είναι θετικό, είναι εποµένως συνέπεια

των Ι1–Ι9. Με άλλα λόγια, αν θέλουµε να ισχύουν οι Ι1 έως και Ι9, τότε ο κανόνας για το

γινόµενο δύο αρνητικών αριθµών µάς επιβάλλεται.

Οι διάφορες συνέπειες της Ι9 που εξετάσαµε ώς τώρα, αν και είναι ενδιαφέρουσες και

σηµαντικές, δεν δείχνουν την πραγµατική της σηµασία· στο κάτω-κάτω θα µπορούσαµε

να έχουµε αναφέρει όλες αυτές τις ιδιότητες χωριστά. Στην πραγµατικότητα, η Ι9 δικαιο-

λογεί σχεδόν όλους τους αλγεβρικούς µετασχηµατισµούς. Για παράδειγµα, ενώ έχουµε

δει πώς να λύνουµε την εξίσωση

.x � 1/.x � 2/ D 0;

δεν µπορούµε να περιµένουµε ότι µας δίνονται οι εξισώσεις σε αυτή τη µορφή. Πιο

πιθανό είναι να συναντήσουµε την ίδια εξίσωση στη µορφή

x2 � 3x C 2 D 0:

Η «παραγοντοποίηση» x2 � 3xC 2 D .x� 1/.x� 2/ είναι ουσιαστικά µια τριπλή χρήση
της Ι9:

.x � 1/ � .x � 2/ D x � .x � 2/C .�1/ � .x � 2/

D x � x C x � .�2/C .�1/ � x C .�1/ � .�2/
D x2 C xŒ.�2/C .�1/�C 2

D x2 � 3x C 2:
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Ένα τελευταίο παράδειγµα για τη σηµασία της Ι9 είναι το γεγονός ότι αυτή η ιδιότητα

χρησιµοποιείται ουσιαστικά κάθε φορά που πολλαπλασιάζουµε αραβικούς αριθµούς. Για

παράδειγµα, ο υπολογισµός

13

�24
52

26

312

είναι ένας συνοπτικός τρόπος γραφής των εξής ισοτήτων:

13 � 24 D 13 � .2 � 10C 4/

D 13 � 2 � 10C 13 � 4
D 26 � 10C 52:

(Σηµειώστε πως, το ότι µετακινήσαµε το 26 µια θέση αριστερά στον παραπάνω υπο-

λογισµό, είναι το ίδιο µε το να γράφουµε 26 � 10). Ο πολλαπλασιασµός 13 � 4 D 52

χρησιµοποιεί και αυτός την Ι9:

13 � 4 D .1 � 10C 3/ � 4
D 1 � 10 � 4C 3 � 4
D 4 � 10C 12

D 4 � 10C 1 � 10C 2

D .4C 1/ � 10C 2

D 5 � 10C 2

D 52:

Οι ιδιότητες Ι1–Ι9 έχουν συγκεκριµένα ονόµατα που δεν είναι απαραίτητο να τα

θυµόµαστε, αλλά συχνά είναι βολικά όταν αναφερόµαστε σε αυτές. Με αυτήν την ευκαι-

ρία θα κάνουµε έναν κατάλογο των ιδιοτήτων Ι1–Ι9 αναφέροντας ταυτόχρονα και τα

ονόµατα που τους αποδίδονται συνήθως.

(Ι1) (Προσεταιριστικός νόµος της a C .b C c/ D .a C b/C c.

πρόσθεσης)

(Ι2) (Ύπαρξη προσθετικού ταυτοτικού a C 0 D 0C a D a.

στοιχείου)

(Ι3) (Ύπαρξη προσθετικού a C .�a/ D .�a/C a D 0:

αντίστροφου)

(Ι4) (Αντιµεταθετικός νόµος της a C b D b C a.

πρόσθεσης)

(Ι5) (Προσεταιριστικός νόµος του a � .b � c/ D .a � b/ � c.
πολλαπλασιασµού)

(Ι6) (Ύπαρξη πολλαπλασιαστικού a � 1 D 1 � a D a· 1 ¤ 0.

ταυτοτικού στοιχείου)

(Ι7) (Ύπαρξη πολλαπλασιαστικού a � a�1 D a�1 � a D 1; για a ¤ 0.

αντίστροφου)

(Ι8) (Αντιµεταθετικός νόµος του a � b D b � a.
πολλαπλασιασµού)

(Ι9) (Επιµεριστικός νόµος) a � .b C c/ D a � b C a � c.
Οι τρεις βασικές ιδιότητες των αριθµών που αποµένουν αφορούν στις ανισότητες. Αν

και οι ανισότητες σπάνια εµφανίζονται στα στοιχειώδη Μαθηµατικά, παίζουν εξέχοντα

ρόλο στο Λογισµό. Οι δύο µορφές ανισότητας, a < b (ο a είναι µικρότερος από τον b)

και a > b (ο a είναι µεγαλύτερος από τον b), συνδέονται στενά: η a < b σηµαίνει το

ίδιο ακριβώς πράγµα µε την b > a (έτσι, η 1 < 3 και η 3 > 1 είναι απλώς δύο τρόποι

για να γράψουµε την ίδια πρόταση). Οι αριθµοί a για τους οποίους a > 0 λέγονται
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θετικοί, ενώ εκείνοι οι αριθµοί a για τους οποίους a < 0 λέγονται αρνητικοί. Ενώ

λοιπόν η θετικότητα γίνεται να οριστεί µε βάση την <, είναι δυνατόν να αντιστρέψουµε

τη διαδικασία: µπορούµε να ορίσουµε την a < b έτσι ώστε να σηµαίνει ότι ο b � a είναι
θετικός. Και µάλιστα, είναι πιο βολικό να πάρουµε ως βασική έννοια το σύνολο όλων των

θετικών αριθµών, που συµβολίζεται µε P , και να διατυπώσουµε όλες τις άλλες ιδιότητες

µε τη βοήθεια του P :

(Ι10) (Νόµος της Τριχοτόµησης) Για κάθε αριθµό a ισχύει µία και µόνο µία από

τις:

(i) a D 0

(ii) ο a ανήκει στο σύνολο P ,

(iii) ο �a ανήκει στο σύνολο P .
(Ι11) (Κλειστότητα ως προς την πρόσθεση) Αν ο a και ο b είναι στο P , τότε και ο

aC b είναι στο P .

(Ι12) (Κλειστότητα ως προς τον πολλαπλασιασµό) Αν ο a και ο b είναι στο P ,

τότε και ο a � b είναι στο P .
Αυτές οι τρεις ιδιότητες πρέπει να συµπληρωθούν µε τους εξής ορισµούς:

a > b αν a � b ανήκει στο P ·
a < b αν b > a·

a � b αν a > b ή a D b·

a � b αν a < b ή a D b:*

Σηµειώστε, ειδικότερα, ότι a > 0 αν και µόνο αν ο a ανήκει στο P .

Όλες οι γνωστές ιδιότητες των ανισοτήτων, όσο στοιχειώδεις και αν φαίνονται, είναι

συνέπειες των Ι10–Ι12. Για παράδειγµα, αν a και b είναι οποιοιδήποτε αριθµοί, τότε

ισχύει ακριβώς µία από τις:

i. a � b D 0,

ii. ο a � b ανήκει στο σύνολο P ,

iii. ο �.a � b/ D b � a ανήκει στο σύνολο P .
Χρησιµοποιώντας τους ορισµούς που µόλις δώσαµε, παίρνουµε ότι ισχύει ακριβώς µία

από τις:

i. a D b,

ii. a > b,

iii. b > a.

Ένα κάπως πιο ενδιαφέρον στοιχείο προκύπτει από τις εξής πράξεις: αν a < b, οπότε

ο b � a είναι στο P , τότε σίγουρα ο .b C c/ � .a C c/ είναι στο P , άρα αν a < b, τότε

a C c < b C c. Οµοίως, έστω ότι a < b και b < c. Τότε

ο b � a είναι στο P;

και ο c � b είναι στο P;
άρα ο c � a D .c � b/C .b � a/ είναι στο P:

Αυτό δείχνει ότι, αν a < b και b < c, τότε a < c. (Οι δύο ανισότητες a < b και b < c

γράφονται συνήθως πιο σύντοµα στη µορφή a < b < c, που ουσιαστικά περιέχει και την

τρίτη ανισότητα a < c.)

*Υπάρχει ένα κάπως σκοτεινό σηµείο σε σχέση µε τα σύµβολα � και �. Οι προτάσεις
1 C 1 � 3

1 C 1 � 2

είναι και οι δύο αληθείς, αν και ξέρουµε ότι το� θα µπορούσε να αντικατασταθεί µε< στην πρώτη, και µεD
στη δεύτερη. Τέτοιες καταστάσεις είναι αναπόφευκτες όταν το� χρησιµοποιείται µε συγκεκριµένους αριθµούς·
η χρησιµότητα του συµβόλου αποκαλύπτεται από µια πρόταση σαν το Θεώρηµα 1 —εδώ έχουµε ισότητα για

κάποιες τιµές των a και b, και ανισότητα για κάποιες άλλες.
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Ο επόµενος ισχυρισµός είναι λιγότερο προφανής. Αν a < 0 και b < 0, τότε ab > 0.

Η µόνη δυσκολία που παρουσιάζει η απόδειξη είναι ότι απαιτεί µια ευχέρεια στη χρήση

των ορισµών. Το σύµβολο a < 0 σηµαίνει, εξ ορισµού, 0 > a, το οποίο σηµαίνει ότι

ο 0 � a D �a ανήκει στο P . Οµοίως ο �b είναι στο P , εποµένως, από την Ι12, ο
.�a/.�b/ D ab ανήκει στο P . Άρα ab > 0.

Το γεγονός ότι ab > 0 αν a > 0, b > 0 καθώς και αν a < 0, b < 0, έχει µια

ξεχωριστή συνέπεια: a2 > 0 αν a ¤ 0. Έτσι, τα τετράγωνα µη µηδενικών αριθµών είναι

πάντα θετικά, και ειδικότερα έχουµε αποδείξει ένα αποτέλεσµα που θα µπορούσε να είχε

συµπεριληφθεί στον κατάλογο των ιδιοτήτων µας, ως αρκετά στοιχειώδες: 1 > 0 (αφού

1 D 12).

Το γεγονός ότι �a > 0 αν a < 0 είναι η βάση για µια έννοια που θα παίξει εξαιρετικά
σπουδαίο ρόλο σε αυτό το βιβλίο. Για κάθε αριθµό a, ορίζουµε την απόλυτη τιµή jaj του
a ως εξής:

jaj D
�

a; a � 0

�a; a � 0:

Παρατηρήστε ότι το jaj είναι πάντα θετικό, εκτός αν a D 0. Για παράδειγµα, έχουµε

j � 3j D 3, j7j D 7, j1 C
p
2 �

p
3j D 1 C

p
2 �

p
3 και j1 C

p
2 �

p
10j D

p
10 �p

2� 1. Γενικά, η πιο άµεση προσέγγιση σε οποιοδήποτε πρόβληµα που έχει να κάνει µε
απόλυτες τιµές απαιτεί να διακρίνουµε διάφορες περιπτώσεις χωριστά, γιατί οι απόλυτες

τιµές ορίζονται και αυτές µε περιπτώσεις. Χρησιµοποιούµε αυτήν την προσέγγιση για να

αποδείξουµε µια πολύ σηµαντική ιδιότητα των απολύτων τιµών.

ΘΕΩΡΗΜΑ 1 Για τυχαίους αριθµούς a και b, έχουµε

jaC bj � jaj C jbj:

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ Θα εξετάσουµε 4 περιπτώσεις:

.1/ a � 0; b � 0·

.2/ a � 0; b � 0·

.3/ a � 0; b � 0·

.4/ a � 0; b � 0:

Στην περίπτωση (1) είναι και a C b � 0, και το θεώρηµα είναι προφανές. Μάλιστα

έχουµε

ja C bj D a C b D jaj C jbj;
δηλαδή σε αυτήν την περίπτωση ισχύει ισότητα.

Στην περίπτωση (4) έχουµε a C b � 0, και πάλι ισχύει ισότητα:

jaC bj D �.aC b/ D �a C .�b/ D jaj C jbj:

Στην περίπτωση (2), όπου a � 0 και b � 0, πρέπει να αποδείξουµε ότι

jaC bj � a � b:

Μπορούµε λοιπόν να χωρίσουµε αυτήν την περίπτωση σε δύο υποπεριπτώσεις. Αν a C
b � 0, τότε πρέπει να αποδείξουµε ότι

a C b � a � b;
δηλαδή, b � �b;

που προφανώς ισχύει, αφού b � 0 και εποµένως �b � 0. Από την άλλη πλευρά, αν

a C b � 0, πρέπει να αποδείξουµε ότι

�a � b � a � b;

δηλαδή, �a � a;
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η οποία προφανώς ισχύει, αφού a � 0 και εποµένως �a � 0.

Σηµειώστε, τέλος, ότι η απόδειξη της περίπτωσης (3) είναι άµεση, αν εναλλάξουµε

τα a και b και εφαρµόσουµε την περίπτωση (2).

Αν και η παραπάνω µέθοδος για να εργαζόµαστε µε απόλυτες τιµές (να εξετάζουµε

δηλαδή χωριστά διάφορες περιπτώσεις) είναι µερικές φορές η µόνη δυνατή, συχνά υπάρ-

χουν απλούστερες µέθοδοι που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε. Μπορούµε, συγκεκρι-

µένα, να δώσουµε µια πολύ πιο σύντοµη απόδειξη του Θεωρήµατος 1· αυτή η απόδειξη

πηγάζει από την παρατήρηση ότι

jaj D
p
a2:

(Εδώ, και στο υπόλοιπο βιβλίο, όταν γράφουµε
p
x εννοούµε τη θετική τετραγωνική ρίζα

του x. Αυτό το σύµβολο έχει έννοια µόνο όταν x � 0.) Μπορούµε τώρα να δούµε ότι

.jaC bj/2 D .a C b/2 D a2 C 2ab C b2

� a2 C 2jaj � jbj C b2

D jaj2 C 2jaj � jbj C jbj2

D .jaj C jbj/2:

Από αυτό συµπεραίνουµε ότι ja C bj � jaj C jbj γιατί από την x2 < y2 έπεται η x <

y, αρκεί τα x και y να είναι και τα δύο µη αρνητικά· η απόδειξη αυτού του γεγονότος

αφήνεται στον αναγνώστη (Πρόβληµα 5).

Ας κάνουµε και µια τελευταία παρατήρηση για το θεώρηµα που µόλις αποδείξαµε:

αν εξετάσουµε προσεκτικά οποιαδήποτε από τις δύο αποδείξεις, βλέπουµε ότι

jaC bj D jaj C jbj

αν οι a και b έχουν το ίδιο πρόσηµο (δηλαδή είναι και οι δύο θετικοί ή και οι δύο αρνη-

τικοί), ή αν ο ένας από τους δύο είναι 0, ενώ

jaC bj < jaj C jbj

αν οι a και b έχουν αντίθετα πρόσηµα.

Θα ολοκληρώσουµε αυτό το κεφάλαιο µε ένα λεπτό σηµείο που παραµελήσαµε ώς

τώρα, και το οποίο πρέπει να περιλαµβάνεται σε µια σοβαρή παρουσίαση των ιδιοτήτων

των αριθµών. Αφού διατυπώσαµε την ιδιότητα Ι9, αποδείξαµε ότι από την a�b D b�a
έπεται η a D b. Η απόδειξη άρχιζε µε την επαλήθευση της

a � .1C 1/ D b � .1C 1/;

από όπουσυµπεράναµεότι a D b. Σε αυτό το συµπέρασµακαταλήγουµε από την ισότητα

a � .1 C 1/ D b � .1C 1/ διαιρώντας και τα δύο µέλη µε 1 C 1. Όντας ευσυνείδητοι, θα

πρέπει να αποφεύγουµε τη διαίρεση µε 0. Πρέπει εποµένως να παραδεχθούµε ότι, η ισχύς

του συλλογισµού µας εξαρτάται από το αν ισχύει η 1 C 1 ¤ 0. Το Πρόβληµα 25 έχει

σχεδιαστεί για να σας πείσει ότι κάτι τέτοιο δεν µπορεί να αποδειχθεί από τις ιδιότητες

Ι1–Ι9 µόνο! Αφού όµως έχουµε στη διάθεσή µας τις Ι10, Ι11, και Ι12, η απόδειξη είναι

πολύ απλή: Έχουµε ήδη δει ότι 1 > 0· έπεται ότι 1C 1 > 0, ειδικότερα ότι 1C 1 ¤ 0.

Αυτή η τελευταία απόδειξη ίσως ενισχύει την άποψη ότι είναι παράλογο να προσπα-

θούµε να αποδείξουµε τόσο προφανή πράγµατα· µια πιο προσεκτική όµως εκτίµηση της

τωρινής µας κατάστασης θα δικαιολογήσει το γιατί ασχολούµαστε τόσο σοβαρά µε τέ-

τοιες λεπτοµέρειες. Σε αυτό το κεφάλαιο έχουµε υποθέσει ότι οι αριθµοί είναι γνώριµα

αντικείµενα, και ότι οι Ι1–Ι12 δεν είναι τίποτα παραπάνω από σαφώς διατυπωµένες προ-

φανείς, πολύ γνωστές ιδιότητες των αριθµών. Θα ήταν όµως δύσκολο να δικαιολογή-

σουµε αυτήν την υπόθεση. Αν και όλοι µαθαίνουµε πώς να «δουλεύουµε µε» τους αριθ-

µούς στο σχολείο, το τι είναι οι αριθµοί ακριβώς παραµένει µάλλον απροσδιόριστο. Ένα

µεγάλο µέρος αυτού του βιβλίου αφιερώνεται στο ξεκαθάρισµα της έννοιας του αριθµού,
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και µέχρι το τέλος θα έχουµε εξοικειωθεί πολύ µαζί τους. Αλλά, εν τω µεταξύ, θα χρεια-

στεί να εργαστούµε µε αριθµούς. Είναι λοιπόν λογικό να παραδεχθούµε µε ειλικρίνεια

ότι δεν καταλαβαίνουµε ακόµα πλήρως τους αριθµούς· µπορούµε, ωστόσο, να λέµε ότι,

όπως και αν οριστούν τελικά οι αριθµοί, θα πρέπει σίγουρα να έχουν τις ιδιότητες Ι1–Ι12.

Το µεγαλύτερο µέρος αυτού του κεφαλαίου ήταν µια προσπάθεια να δοθούν πειστι-

κά στοιχεία για το ότι οι Ι1–Ι12 είναι πράγµατι βασικές ιδιότητες που θα πρέπει να τις

υποθέσουµε για να πάρουµε τις άλλες γνωστές ιδιότητες των αριθµών. Μερικά από τα

προβλήµατα (που περιγράφουν πώς παίρνουµε άλλες ιδιότητες των αριθµών από τις Ι1–

Ι12) προσφέρονται ως πρόσθετη µαρτυρία. Ένα κρίσιµο ερώτηµα που παραµένει είναι

αν οι Ι1–Ι12 ισοδυναµούν τελικά µε όλες τις ιδιότητες των αριθµών. Σύντοµα θα δούµε

ότι δεν είναι έτσι. Στο επόµενο κεφάλαιο οι αδυναµίες των ιδιοτήτων Ι1–Ι12 θα γίνουν

τελείως φανερές, αλλά το κατάλληλο µέσο µε το οποίο διορθώνονται αυτές οι αδυναµίες

δεν ανακαλύπτεται και τόσο εύκολα. Η κρίσιµη πρόσθετη βασική ιδιότητα των αριθµών

που ζητάµε είναι βαθιά και λεπτή, σε αντίθεση µε τις Ι1–Ι12. Η ανακάλυψη αυτής της

κρίσιµης ιδιότητας θα απαιτήσει όλη την εργασία που κάνουµε στο 2ο Μέρος αυτού του

βιβλίου. Στο υπόλοιπο του 1ου Μέρους θα αρχίσουµε να βλέπουµε γιατί χρειάζεται κά-

ποια πρόσθετη ιδιότητα. Για να µελετήσουµε κάτι τέτοιο, θα πρέπει να εξετάσουµε λίγο

πιο προσεκτικά τι εννοούµε λέγοντας «αριθµοί».

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

1. Αποδείξτε τα εξής:

(i) Αν ax D a για κάποιον αριθµό a ¤ 0, τότε x D 1.

(ii) x2 � y2 D .x � y/.x C y/.

(iii) Αν x2 D y2, τότε x D y ή x D �y.
(iv) x3 � y3 D .x � y/.x2 C xy C y2/.

(v) xn � yn D .x � y/.xn�1 C xn�2y C � � � C xyn�2 C yn�1/.

(vi) x3 C y3 D .x C y/.x2 � xy C y2/. (Υπάρχει ένας πολύ εύκολος τρόπος

για να το κάνετε αυτό, χρησιµοποιώντας το (iv), και θα σας δείξει πώς να

παραγοντοποιήσετε το xn C yn όταν ο n είναι περιττός.)

2. Πού είναι το λάθος στην «απόδειξη» που ακολουθεί; Έστω x D y. Τότε

x2 D xy;

x2 � y2 D xy � y2;

.x C y/.x � y/ D y.x � y/;
x C y D y;

2y D y;

2 D 1:

3. Αποδείξτε τα εξής:

(i)
a

b
D ac

bc
, αν b; c ¤ 0.

(ii)
a

b
C c

d
D ad C bc

bd
, αν b; d ¤ 0.

(iii) .ab/�1 D a�1b�1, αν a; b ¤ 0. (Για να το κάνετε αυτό, πρέπει να θυµηθείτε

την ιδιότητα που ορίζει τον .ab/�1.)

(iv)
a

b
� c
d

D ac

db
, αν b; d ¤ 0.
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(v)
a

b

�
c

d
D ad

bc
, αν b; c; d ¤ 0.

(vi) Αν b; d ¤ 0, τότε
a

b
D c

d
αν και µόνο αν ad D bc. Εξετάστε επίσης πότε

a

b
D b

a
.

4. Βρείτε όλους τους αριθµούς x για τους οποίους

(i) 4 � x < 3 � 2x.
(ii) 5 � x2 < 8.

(iii) 5 � x2 < �2.
(iv) .x � 1/.x � 3/ > 0. (Πότε είναι θετικό το γινόµενο δύο αριθµών;)

(v) x2 � 2x C 2 > 0.

(vi) x2 C x C 1 > 2.

(vii) x2 � x C 10 > 16.

(viii) x2 C x C 1 > 0.

(ix) .x � �/.x C 5/.x � 3/ > 0.

(x) .x � 3
p
2 /.x �

p
2 / > 0.

(xi) 2x < 8.

(xii) x C 3x < 4.

(xiii)
1

x
C 1

1 � x > 0.

(xiv)
x � 1
x C 1

> 0.

5. Αποδείξτε τα εξής:

(i) Αν a < b και c < d , τότε aC c < b C d .

(ii) Αν a < b, τότε �b < �a.
(iii) Αν a < b και c > d , τότε a � c < b � d .

(iv) Αν a < b και c > 0, τότε ac < bc.

(v) Αν a < b και c < 0, τότε ac > bc.

(vi) Αν a > 1, τότε a2 > a.

(vii) Αν 0 < a < 1, τότε a2 < a.

(viii) Αν 0 � a < b και 0 � c < d , τότε ac < bd .

(ix) Αν 0 � a < b, τότε a2 < b2. (Χρησιµοποιήστε την (viii).)

(x) Αν a; b � 0 και a2 < b2, τότε a < b. (Χρησιµοποιήστε την (ix), αντιστρό-

φως.)

6. (α) Αποδείξτε ότι αν 0 � x < y, τότε xn < yn, n D 1; 2; 3; : : : :

(β) Αποδείξτε ότι αν x < y και ο n είναι περιττός, τότε xn < yn.

(γ) Αποδείξτε ότι αν xn D yn και ο n είναι περιττός, τότε x D y.

(δ) Αποδείξετε ότι αν xn D yn και ο n είναι άρτιος, τότε x D y ή x D �y.

7. Αποδείξτε ότι, αν 0 < a < b, τότε

a <
p
ab <

aC b

2
< b:

Παρατηρήστε ότι η ανισότητα
p
ab � .a C b/=2 ισχύει για κάθε a, b � 0. Μια

γενίκευση αυτού του γεγονότος εµφανίζεται στο Πρόβληµα 2-22.
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�8. Αν και οι βασικές ιδιότητες των ανισοτήτων διατυπώθηκαν µε βάση το σύνολο P
όλων των θετικών αριθµών, και η < ορίστηκε µε τη βοήθεια του P , µπορούµε να

αντιστρέψουµε τη διαδικασία. Έστω ότι αντικαθιστούµε τις Ι10–Ι12 µε τις

(Ι010) Για οποιουσδήποτε αριθµούς a και b, ισχύει µία, και µόνο µία, από τις:
i. a D b,

ii. a < b,

iii. b < a.

(Ι011) Για οποιουσδήποτε αριθµούς a, b και c, αν a < b και b < c, τότε a < c.

(Ι012) Για οποιουσδήποτε αριθµούς a, b και c, αν a < b, τότε a C c < b C c.

(Ι013) Για οποιουσδήποτε αριθµούς a, b και c, αν a < b και 0 < c, τότε ac < bc.

∆είξτε ότι τότε οι Ι10–Ι12 αποδεικνύονται σαν θεωρήµατα.

9. Εκφράστε καθένα από τα επόµενα, µε τουλάχιστον ένα ζεύγος απόλυτης τιµής λιγό-

τερο.

(i) j
p
2C

p
3 �

p
5C

p
7j.

(ii) j.jaC bj � jaj � jbj/j.
(iii) j.jaC bj C jcj � ja C b C cj/j.
(iv) jx2 � 2xy C y2j.
(v) j.j

p
2C

p
3j � j

p
5 �

p
7j/j.

10. Εκφράστε καθένα από τα επόµενα χωρίς απόλυτες τιµές, διακρίνοντας περιπτώσεις

όπου χρειάζεται.

(i) jaC bj � jbj.
(ii) j.jxj � 1/j.
(iii) jxj � jx2j.
(iv) a � j.a � jaj/j.

11. Βρείτε όλους τους αριθµούς x για τους οποίους

(i) jx � 3j D 8.

(ii) jx � 3j < 8.
(iii) jx C 4j < 2.
(iv) jx � 1j C jx � 2j > 1.
(v) jx � 1j C jx C 1j < 2.
(vi) jx � 1j C jx C 1j < 1.
(vii) jx � 1j � jx C 1j D 0.

(viii) jx � 1j � jx C 2j D 3.

12. Αποδείξτε τα εξής:

(i) jxyj D jxj � jyj.

(ii)

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

1

x

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D 1

jxj , αν x ¤ 0. (Ο καλύτερος τρόπος για να το κάνετε αυτό είναι να

θυµηθείτε τι είναι το jxj�1.)

(iii)
jxj
jyj D

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

x

y

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
, αν y ¤ 0.

(iv) jx � yj � jxj C jyj. (∆ώστε µια πολύ σύντοµη απόδειξη.)
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(v) jxj � jyj � jx � yj. (Μπορείτε να κάνετε µια πολύ σύντοµη απόδειξη, αν
γράψετε τα πράγµατα µε τον σωστό τρόπο.)

(vi) j.jxj � jyj/j � jx � yj. (Γιατί αυτό είναι άµεση συνέπεια του (v);)
(vii) jx C y C ´j � jxj C jyj C j´j. Υποδείξτε πότε ισχύει ισότητα, και αποδείξτε

τον ισχυρισµό σας.

13. Ο µεγαλύτερος από τους δύο αριθµούς x και y συµβολίζεται µε max.x; y/. Έτσι,

max.�1; 3/ D max.3; 3/ D 3 και max.�1;�4/ D max.�4;�1/ D �1. Ο
µικρότερος από τους x και y συµβολίζεται µε min.x; y/. Αποδείξτε ότι

max.x; y/ D x C y C jy � xj
2

;

min.x; y/ D x C y � jy � xj
2

:

Εξαγάγετε έναν τύπο για το max.x; y; ´/ και το min.x; y; ´/, χρησιµοποιώντας,

για παράδειγµα, την

max.x; y; ´/ D max.x;max.y; ´//:

14. (α) Αποδείξτε ότι jaj D j�aj. (Το θέµα είναι να µην µπερδευτείτε µε πάρα πολλές
περιπτώσεις. Πρώτα αποδείξτε τον ισχυρισµό για a � 0. Γιατί τότε είναι

προφανής για a � 0;)

(β) Αποδείξτε ότι �b � a � b αν και µόνο αν jaj � b. Ειδικότερα, έπεται ότι

�jaj � a � jaj.
(γ) Χρησιµοποιήστε αυτό το γεγονός για να δώσετε µια νέα απόδειξη της ja C

bj � jaj C jbj.

�15. Αποδείξτε ότι αν ο x και ο y δεν είναι και οι δύο 0, τότε

x2 C xy C y2 > 0;

x4 C x3y C x2y2 C xy3 C y4 > 0:

Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε το Πρόβληµα 1.

�16. (α) ∆είξτε ότι

.x C y/2 D x2 C y2 µόνο όταν x D 0 ή y D 0,

.x C y/3 D x3 C y3 µόνο όταν x D 0 ή y D 0 ή x D �y.

(β) Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι

x2 C 2xy C y2 D .x C y/2 � 0;

αποδείξτε ότι 4x2 C 6xy C 4y2 > 0 εκτός και αν ο x και ο y είναι και οι

δύο 0.

(γ) Χρησιµοποιήστε το µέρος (β) για να βρείτε πότε .x C y/4 D x4 C y4.

(δ) Βρείτε πότε .x C y/5 D x5 C y5. Υπόδειξη: Από την υπόθεση .x C y/5 D
x5 C y5 πρέπει να είστε σε θέση να αποδείξετε την ισότητα x3 C 2x2y C
2xy2 C y3 D 0, αν xy ¤ 0. Από αυτό έπεται ότι .x C y/3 D x2y C xy2 D
xy.x C y/.

Θα πρέπει τώρα να µπορείτε να κάνετε µια καλή πρόβλεψη για το πότε .xCy/n D
xn C yn· η απόδειξη περιέχεται στο Πρόβληµα 11-63.

17. (α) Βρείτε τη µικρότερη δυνατή τιµή του 2x2�3xC4. Υπόδειξη: «Συµπληρώστε
το τετράγωνο», δηλαδή γράψτε 2x2 � 3x C 4 D 2.x � 3=4/2CI
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(β) Βρείτε τη µικρότερη δυνατή τιµή του x2 � 3x C 2y2 C 4y C 2.

(γ) Βρείτε τη µικρότερη δυνατή τιµή του x2 C 4xy C 5y2 � 4x � 6y C 7.

18. (α) Έστω ότι b2 � 4c � 0. Αποδείξτε ότι οι αριθµοί

�b C
p
b2 � 4c
2

;
�b �

p
b2 � 4c
2

ικανοποιούν και οι δύο την εξίσωση x2 C bx C c D 0.

(β) Έστω ότι b2 �4c < 0. ∆είξτε ότι δεν υπάρχουν αριθµοί x που να ικανοποιούν
την x2 C bx C c D 0· και µάλιστα ισχύει x2 C bx C c > 0 για κάθε x.

Υπόδειξη: «Συµπληρώστε το τετράγωνο».

(γ) Χρησιµοποιήστε το παραπάνω για να δώσετε µια άλλη απόδειξη του ότι, αν

ο x και ο y δεν είναι και οι δύο 0, τότε x2 C xy C y2 > 0.

(δ) Για ποιους αριθµούς a είναι αλήθεια ότι x2 C axy C y2 > 0 όταν ο x και ο

y δεν είναι και οι δύο 0;

(ε) Βρείτε τη µικρότερη δυνατή τιµή του x2 C bxC c και του ax2 C bxC c, για

a > 0.

19. Το γεγονός ότι a2 � 0 για κάθε αριθµό a, αν και µοιάζει στοιχειώδες, είναι ωστόσο

η θεµελιώδης ιδέα που βρίσκεται τελικά πίσω από τις πιο σηµαντικές ανισότητες.

Ο πρόγονος όλων των ανισοτήτων είναι η ανισότητα του Schwarz:

x1y1 C x2y2 �
p

x1
2 C x2

2
p

y1
2 C y2

2:

(Μια πιο γενική µορφή εµφανίζεται στο Πρόβληµα 2-21.) Οι τρεις αποδείξεις της

ανισότητας Schwarz που σκιαγραφούνται παρακάτω έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο

—το ότι βασίζονται στο γεγονός πως a2 � 0 για κάθε a.

(α) Αποδείξτε ότι, αν x1 D �y1 και x2 D �y2 για κάποιον αριθµό � � 0, τότε

ισχύει ισότητα στην ανισότητα του Schwarz. Αποδείξτε το ίδιο πράγµα αν

y1 D y2 D 0. Έστω τώρα ότι ο y1 και ο y2 δεν είναι και οι δύο 0, και ότι δεν

υπάρχει αριθµός � τέτοιος ώστε x1 D �y1 και x2 D �y2. Τότε

0 < .�y1 � x1/
2 C .�y2 � x2/

2

D �2.y1
2 C y2

2/ � 2�.x1y1 C x2y2/C .x1
2 C x2

2/:

Χρησιµοποιώντας το Πρόβληµα 18, ολοκληρώστε την απόδειξη της ανισότη-

τας του Schwarz.

(β) Αποδείξτε την ανισότητα του Schwarz χρησιµοποιώντας την 2xy � x2 Cy2

(πώς βγαίνει αυτή;) µε

x D xi
p

x1
2 C x2

2
; y D yi

p

y1
2 C y2

2
;

πρώτα για i D 1 και µετά για i D 2.

(γ) Αποδείξτε την ανισότητα του Schwarz αποδεικνύοντας πρώτα ότι

.x1
2 C x2

2/.y1
2 C y2

2/ D .x1y1 C x2y2/
2 C .x1y2 � x2y1/

2:

(δ) Συµπεράνετε, από καθεµιά από αυτές τις τρεις αποδείξεις, ότι η ισότητα ισχύει

µόνο όταν y1 D y2 D 0 ή όταν υπάρχει ένας αριθµός � � 0 τέτοιος ώστε

x1 D �y1 και x2 D �y2.
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Αργότερα, θα µας φανούν πολύ χρήσιµα τρία πράγµατα που έχουν σχέση µε τις ανισότη-

τες. Αν και θα δώσουµε τις αποδείξεις µέσα στο κείµενο όταν έρθει η ώρα, η προσωπική

τριβή µε αυτά τα προβλήµατα είναι απείρως πιο διαφωτιστική από την ανάγνωση µιας

τέλεια επεξεργασµένης απόδειξης. Στη διατύπωση αυτών των προτάσεων αναµιγνύονται

κάποιοι αλλόκοτοι αριθµοί, το βασικό τους όµως µήνυµα είναι πολύ απλό: αν το x είναι

αρκετά κοντά στο x0, και το y είναι αρκετά κοντά στο y0, τότε το x C y θα είναι κοντά

στο x0 C y0, το xy κοντά στο x0y0, και το 1=y κοντά στο 1=y0. Το σύµβολο «"» που

εµφανίζεται σε αυτές τις προτάσεις θα µπορούσε θαυµάσια να αντικατασταθεί µε ένα

οποιοδήποτε άλλο γράµµα. Όµως, η παράδοση έχει καταστήσει τη χρήση του " σχεδόν

ιερή (ακόµη και στην ξένη βιβλιογραφία) στις περιπτώσεις που εφαρµόζονται αυτά τα

θεωρήµατα.

20. Αποδείξτε ότι, αν

jx � x0j < "

2
και jy � y0j < "

2
;

τότε

j.x C y/ � .x0 C y0/j < ";
j.x � y/ � .x0 � y0/j < ":

�21. Αποδείξτε ότι, αν

jx � x0j < min

�
"

2.jy0j C 1/
; 1

�

και jy � y0j < "

2.jx0j C 1/
;

τότε jxy � x0y0j < ".
(Το σύµβολο «min» ορίστηκε στο Πρόβληµα 13, αλλά ο τύπος που δίνεται σε
εκείνο το πρόβληµα δεν µας βοηθά στην προκειµένη περίπτωση. Η πρώτη ανι-

σότητα στην υπόθεση σηµαίνει απλούστατα ότι

jx � x0j < "

2.jy0j C 1/
και jx � x0j < 1:

Σε ένα σηµείο της απόδειξης θα χρειαστείτε την πρώτη ανισότητα, και σε ένα άλλο

σηµείο θα χρειαστείτε τη δεύτερη. Μια τελευταία συµβουλή: αφού οι υποθέσεις

δίνουν πληροφορίες µόνο για το x � x0 και το y � y0, είναι προφανές ότι για την

απόδειξη θα χρειαστεί να γράψετε το xy � x0y0 µε τέτοιο τρόπο ώστε να εµφανι-

στούν τα x � x0 και y � y0.)

�22. Αποδείξτε ότι, αν y0 ¤ 0 και

jy � y0j < min

� jy0j
2
;
"jy0j2
2

�

;

τότε y ¤ 0 και
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

1

y
� 1

y0

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
< ":

�23. Αντικαταστήστε τα ερωτηµατικά στην πρόταση που ακολουθεί µε εκφράσεις που
περιέχουν τα ", x0 και y0 έτσι ώστε το συµπέρασµα να ισχύει:

Αν y0 ¤ 0 και

jy � y0j < I και jx � x0j < I
τότε y ¤ 0 και

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

x

y
� x0

y0

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
< ":

Αυτό το πρόβληµα είναι τετριµµένο, µε την έννοια ότι η λύση του έπεται από τα

Προβλήµατα 21 και 22 σχεδόν χωρίς κόπο (παρατηρήστε ότι x=y D x � 1=y). Το
κρίσιµο σηµείο είναι να µην τα χάσετε· αποφασίστε ποιο από τα δύο προβλήµατα

πρέπει να χρησιµοποιήσετε πρώτο και µην πανικοβληθείτε αν η απάντησή σας δεν

µοιάζει και πολύ πιθανή.
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�24. Αυτό το πρόβληµα δείχνει ότι το να τοποθετούµε παρενθέσεις σε ένα άθροισµα
δεν έχει επιπτώσεις. Οι αποδείξεις χρησιµοποιούν «µαθηµατική επαγωγή»· αν δεν

είστε εξοικειωµένοι µε τέτοιες αποδείξεις αλλά θέλετε να ασχοληθείτε µε αυτό το

πρόβληµα, αναβάλλετέ το για µετά το Κεφάλαιο 2, όπου θα εξηγηθούν οι αποδεί-

ξεις µε επαγωγή.

Ας συµφωνήσουµε, για να είµαστε σαφείς, ότι µε a1 C� � �Can θα συµβολίζουµε

το

a1 C .a2 C .a3 C � � � C .an�2 C .an�1 C an/// � � � /:

Έτσι, µε a1 C a2 C a3 συµβολίζουµε το a1 C .a2 C a3/, µε a1 C a2 C a3 C a4 το

a1 C .a2 C .a3 C a4//, κτλ.

(α) Αποδείξτε ότι

.a1 C � � � C ak/C akC1 D a1 C � � � C akC1:

Υπόδειξη: Κάντε επαγωγή στο k.

(β) Αποδείξτε ότι, αν n � k, τότε

.a1 C � � � C ak/C .akC1 C � � � C an/ D a1 C � � � C an:

Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε το µέρος (α) για να δώσετε µια απόδειξη µε επα-

γωγή στο k.

(γ) Έστω s.a1; : : : ; ak/ κάποιο άθροισµα που σχηµατίζεται από τα a1; : : : ; ak .

∆είξτε ότι

s.a1; : : : ; ak/ D a1 C � � � C ak :

Υπόδειξη: Πρέπει να υπάρχουν δύο αθροίσµατα

s0.a1; : : : ; al / και s00.alC1; : : : ; ak/

τέτοια ώστε

s.a1; : : : ; ak/ D s0.a1; : : : ; al /C s00.alC1; : : : ; ak/:

25. Ας υποθέσουµε ότι µε τη λέξη «αριθµός» εννοούµε το 0 ή το 1, και ότι ορίζουµε

δύο πράξεις C και � µε τους εξής δύο πίνακες

Ελέγξτε ότι οι ιδιότητες Ι1–Ι9 ισχύουν όλες, αν και 1C 1 D 0.




